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Шаруваті композитні матеріали — найважливіший клас композитів, що мають унікальне 
поєднання цінних властивостей і широкий спектр застосування в різних галузях.
Вивченню закономiрностей поширення плоских гармонічних хвиль у шаруватих попе-
редньо напружених стисливих та нестисливих матерiалах перiодичної структури, яка скла-
дається з двох компонентiв, присвяченi роботи [1—8]. Основнi результати в цьому напрямі 
отриманi в такому ж обсязi, як i для шаруватих композитних матерiалiв у класичній теорії 
(без початкових напружень).
У роботах [9—11] розглянуті питання про поширення в радiальному напрямку вісе-
симетричних хвиль та хвиль кручення в шаруватих композитних матерiалах перiодичної 
структури з початковими напруженнями для випадку повного контакту шарів.
Випадок неповного контакту шарів для вісесиметричних хвиль розглянутий в роботах 
[12, 13], в яких описано поширення хвиль вздовж шарів із стисливого і нестисливого ма-
теріалів, наведено дисперсійні рівняння для квазіпоздовжніх та квазіпоперечних хвиль та 
їх довгохвильові наближення.
У даній роботі наведено результати чисельних досліджень дисперсійного рівняння, яке бу-
ло отримано в роботі [13], для нестисливого матеріалу з пружним потенціалом типу Тре лоара.
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Постановка задачі. У рамках постановки, викладеній у роботі [13], розглядається за-
дача про поширення вісесиметричних пружних хвиль вздовж шарів нестисливого компо-
зитного матеріалу періодичної структури з початковими напруженнями. Композитний 
матеріал складається з шарів двох типів, що чергуються. Матеріали і початкові напруже-
но-деформовані стани однакові для розглянутого типу шарів. Матеріали шарів вважатиме-
мо гіперпружними ізотропними з довільною структурою пружних потенціалів. Вважаємо 
початковий напружений стан однорідним.
На границях розділу шарів неперервними є лише нормальні до шарів напруження та 
переміщення, а всі дотичні напруження дорівнюють нулеві. Як і в роботах [12, 13], автором 
застосовувався метод дослідження, викладений у монографії [14].
Дослідження закономірностей поширення вісесиметричних пружних хвиль у шарува-
тих  композитних матеріалах з початковими напруженнями зводиться до побудови розв’язків 
рівняння руху за граничних умов на площинах розділу шарів і умов періодичності Флоке.
Для квазіпоперечної хвилі, що поширюється вздовж шарів нестисливого композитного 
матеріалу, в [13] отримано дисперсійне рівняння у вигляді
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= ω  — швидкість квазіпоперечної хвилі вздовж осі Or ′ , поляризованої в площи-
ні 3r Oy′ ; k , ω  — хвильове число і кругова частота; 
( ) ( ), ( 1, 2)j jh j =′ ′ñ  — щільність мате-
ріалів та товщина кожного з шарів у початковому напружено-деформованому стані; ( )21,2
jα  — 
корені характеристичних рівнянь (14) [13]; ′ù  — тензор, що характеризує механічні влас-
тивості матеріалів шарів.
Числові результати. Дисперсійне співвідношення (1) отримане для пружного потенці-
алу довільної форми. Для проведення числового аналізу конкретизуємо вигляд пружного 
потенціалу. Розглянемо закономірності впливу початкових напружень на швидкість поши-
рення квазіпоперечних хвиль у композитному високоеластичному матеріалі в рамках по-
тенціалу Трелоара [14]
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де ( )10
jc  — пружна стала; ( )1
jA  — алгебраїчний інваріант.
Розрахунки проведені за умов початкового стану 0( ) 0( ) 0( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) 211 22 33 1 2 30, 0, ,
j j j j j jj jS S S= ≠ = λ = λ = λ λ = λ
0( ) 0( ) 0( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) 2
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j j j j j jj j −
= ≠ = λ = λ = λ λ = λ  і таких співвідношень механічних характеристик шарів композита: 
(1) (2) (2) (1)
10 10 5; 0,7c c = =ñ ñ .
На всіх рисунках введені такі позначення: 0(2)SC C  — безрозмірна швидкість поширення 
хвилі в шаруватому композитному матеріалі; h  — зведена частота ( 0(2) (2)Sh k h= ), 
0(2)
Sk  — хви-
льове число; 0(2)SC  — швидкість поперечних хвиль в ізотропному матеріалі другого шару без 
початкових напружень; m  — параметр шаруватості ( (1) (2)m h h= ); ζ  — відносна фазова 
швидкість ( 0 0( )/C C Cζ = − ); 0C  — швидкість квазіпоперечних хвиль, що поширюються в 
напрямку осі Or ′  вздовж шарів нестисливого композитного матеріалу без початкових на-
пружень; C  — така ж швидкість при початкових напруженнях.
На рис. 1—3 наведені результати числових розрахунків для квазіпоперечної хвилі, яка 
поширюється вздовж шарів композитного матеріалу у випадку проковзування шарів.
На рис. 1 показані залежності безрозмірної швидкості поширення плоскої і вісеси-
метричної хвиль у шаруватому композитному матеріалі 0(2)SC C від зведеної частоти h  
при 1m =  для перших п’яти мод (0—4). Даний випадок відповідає ненапруженому почат-
ковому стану.
На рис. 2 зображено відповідні моди у випадку різних початкових напружень у другому 
шарі композита.
Для композитного матеріалу з початковими напруженнями побудовано залежності від-
носної зміни фазової швидкості ζ  від зведеної частоти h  (рис. 3).
Рис. 1. Залежності фазової швидкості поширення плоскої і вісесиметричної 
хвиль від частоти у випадку ненапруженого початкового стану
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Аналізуючи вплив початкових напружень на фазову швидкість, можна зробити такі 
висновки:
моделі поширення вісесиметричної і плоскої квазіпоперечних хвиль вздовж шарів не-
стисливого композитного матеріалу значно відрізняються;
початкові напруження істотно впливають на фазову швидкість вісесиметричних хвиль 
майже на всьому діапазоні частот; 
особливо значний вплив початкові напруження справляють на фазову швидкість хвиль, 
що зароджуються;
як правило, початкові напруження змінюють значення критичної частоти;
залежність фазової швидкості від початкових напружень для кожної моди визначає-
ться діапазоном частот;
Рис. 2. Залежність фазової швидкості від частоти та початкових напружень (моди 0—3)
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існують частоти, у зоні дії яких початкові напруження неістотно впливають (або взагалі 
не впливають) на значення фазової швидкості;
для розглянутого варіанта початкового стану фазова швидкість значно більше  реагує 
на розтягнення другого шару, ніж на стискання.
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О ВЛИЯНИИ НАЧАЛЬНЫХ НАПРЯЖЕНИЙ НА ОСЕСИММЕТРИЧНЫЕ 
КВАЗИПОПЕРЕЧНЫЕ ВОЛНЫ В НЕСЖИМАЕМОМ КОМПОЗИТНОМ МАТЕРИАЛЕ
В рамках линеаризированной теории упругости для тел с начальними напряженими рассмотрена задача о 
распространении осесимметричних волн в слоистом композитном несжимаемом материале при проскаль-
зывании слоев.  Исследованы численные решения дисперсионного уравнения для несжимаемого материа-
ла с упругим потенциалом типа Трелоара для различных начальных напряжений в слоях композитного 
материала.
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ны, дисперсионное уравнение.
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ON THE EFFECT OF INITIAL STRESSES ON QUASITRANSVERSAL 
AXISYMMETRIC WAVES IN AN INCOMPRESSIBLE COMPOSITE
In the framework of the linearized theory of elasticity for bodies with initial stresses, the problem of propagation 
of axisymmetric waves in a layered incompressible composite with the slippage of layers is considered. Numerical 
solutions of the dispersion equation for an incompressible material with an elastic potential of the Treloar type 
for various initial stresses in layers of a composite are investigated.
Keywords: laminated incompressible composite, initial stresses, elastic waves, dispersive equation.
